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RESUMEN

En esta nota se da una idea somera de la naturaleza del
Ultimo Teorema de Fermat y su reciente demostracion. Se hace
mencién a las referencias historicas que marcan el proceso de su
demostracion por Andrew Wiles.

ABSTRACT

This comment gives a general idea of Fermat's Last
Theorem and its recent. Here | mention some of the historic
references that determine the process of its demonstration by
Andrew Wiles.

El enunciado del dltimo Teorema de Fermat (1601-1665) quedd
anotado en un margen de su gemplar de la Aritmética de Diofanto de
Algjandria (150 A.C.) traducida a latin por Claude Gaspar Bachet (1581-
1638) publicado en 1621. Este libro, con las numerosas notas marginales de
Fermat, fue publicado en 1670 por su hijo Clemente Samuel. El enunciado del
teorema dice que la ecuacion

X"+y"=2" (1)

no tiene soluciones enteras para n>2. Fermat afirma que tenia una

demostraciéon, pero se exime de darla argumentado que e margen es
demasiado estrecho como para darnosla.
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Recientemente, en 1995, Wiles demostré este teorema.  Para entender
mejor este teorema veamos €l caso n=2, para € cua existen soluciones
enteras.

x* +y? =27 (2

Hagamos cuatro filas de nimeros (esquema 1). En la primera
van los nimeros naturales 1,2,...; en la segunda sus cuadrados 1, 4, 9, ...; en
la tercera la diferencia entre los cuadrados vecinos 3, 5, 7, ...; en la cuartalas
diferencias de las diferencias 2, 2, ...

1 2 3 4 5 & 7 8 9% 10 11 12 13 14
1 4 % 16 25 36 4% &4 H1 100 121 144 165 194
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Esquema 1.

Los elementos de la segunda fila se obtienen sumando a cuadrado la
diferencia, que es la serie de nimeros impares, y se obtiene e cuadrado
siguiente. Si nos fijamos en el niimero 25=(5)? vemos que se tiene:

144 + 25 = 169 (3)
(12)*+ (5)* = (13)°
Esfé&cil generalizar estaformula obteniéndose:
@2n+1)? +[2n{n+1)]* =[2n{n+1) +1]* (4)
gue da una serie de soluciones enteras a la ecuacion (2). La obtencion
de soluciones enteras en forma matemética y experimental puede hacerse con
un computador.
En la serie de cuadrados 4, 9, ..., se busca para uno cuaquiera
de los cuadrados s € menor tiene aguno que sumado a primero da €
cuadrado elegido. Por gjemplo, para (5)? = 25, tenemos:

1+ 4=5 4+ 9 =13 9+16=25
1+ 9=10 4+16=20 9+25=34
1+16=17 4+25=29
1+25=26

Esquema 2
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Solamente se obtiene el caso (3)* + (4> = (5)> =9+ 16 = 25. Se ve
como facilmente puede obtenerse los casos posibles para un cuadrado
cualquiera. El caso general, es decir, la solucion de la ecuacion (2) cuando X,
Yy, 0 z no tienen un divisor comun es la siguiente:

X2 + y2 - ZZ

2 ©)

y=2XUux

X=u?-v

z=u?+v?
Uy v son nimeros primos entre si; uno de ellos es par y € otro impar.
Si X, Y, z tuvieran un divisor comun, la ecuacion podria escribirse como sigue:

(n=)° +(nxy)” = (n)’ ©

En tal caso, podria obtenerse una solucion X, y, z, que conforman una
solucion reducida.

Lasucesion de los nimeros primos:
2,3,5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, ... (7)

puede obtenerse facilmente con € método de la criba de Eratéstenes
(275-194 A.C.).

Usando la ssucesion (7) y las férmulas (5) obtenemos la sucesiéon de
soluciones reducidas:
z=5
z=13
z=17
z=25 8
z=29
z=41
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Esta solucion se puede estudiar en los tratados elementales de teoria de
nimeros de Rademacher y Toeplitz [1] y de Carmichael [2].

Todos estos tipos de investigaciones, tanto tedricas como numeéricas se
han aplicado a ultimo Teorema de Fermat. Las investigaciones numeéricas,
con las Ultimas tecnologias computacionales no han podido encontrar una
contradiccion al teorema de Fermat. En tanto las investigaciones tedricas no
lograron una demostracion general sSino para ciertos nimeros particulares.
Veamos como fue € desarrollo histérico de la busgueda de la demostracion
genera que finalmente obtuvo Wiles.

El primer paso para una demostracién fue obtenida por Fermat para
n=4, mediante el méodo conocido como descenso infinito. Aceptando que no
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se cumple €l teorema, se demuestra que se obtiene un absurdo, en este caso, €
gue los nimeros enteros no tienen un minimo [2]

Posteriormente, Leonard Euler (1707-1783), lo demostré paran = 3
introduciendo los enteros imaginarios, es decir nimeros de la forma
p+av-1[p, g, (1,23,..)].

Estas demostraciones se extienden a todos los niimeros de la forma 3™
6 4" (m=1, 2, 3,...). Se vio entonces que solo seria necesario probar €
Teorema de Fermat para los numeros primos (3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,...),
puesto que todo nimero se puede expresar como producto de primos. Fue asi
entonces como Sophie Germain (1776-1831), propuso que se demostrara
paralos nimeros primos de laforma2p+1 (3, 5, 7, 11, ...).

Peter Gustav Legeune-Dirichlet (1805-1859) y Adrien Marie Legendre
(1752-1833) probaron el teorema paran =5 en 1825, y en 1839 Gabriel Lamé
(1795-1870) lo prueba para n = 7 en forma simultanea con Augustin Louis
Cauchy (1789-1857). De esta forma, en 1817 Lamé, proclama haber
demostrado €l teorema, y ambos dieron, antes de publicar la demostracion, los
fundamentos de la demostracién que se basaba en la unicidad de la
factorizacion de un nimero cualquiera en nimeros primos. Como se trataba de
nameros imaginarios, Ernest Edward Kummer (1810-1893) y Dimitri
Mirimanoff mostraron que eso no se cumplia en este caso. Sin embargo esta
demostracion podia arreglarse, pero solo hasta n = 31; para nimeros menores
de 100, en particular paran = 37, 59, y 67, no pudieron probarlo.

De esta forma es como termina lo que llamaremos etapa clasica de la
demostracion del teorema de Fermat..

En 1975 Andrew Wiles (1953- ) comenz6 a estudiar las curvas
elipticas del tipo y* = x* +ax® +b+c, buscando obviamente las soluciones
con numeros enteros.

Por jemplo, y? = x° - 2 tiene por soluciones52= 33- 2, etc.

Cudl es el nimero E, de soluciones?...Este problema es dificil porque
este nimero es infinito. Sin embargo usando los sistemas médulo p, €
nimero Ep resulta ser finito. Hay que recordar que un sistema moédulo p es,
por gjemplo:

p=3 1,2 3, 3+1=1, 3+2=2, 3+3=3, 3+3+1=1,... 9)

Asi, paralaecuacion x® - x* = y* +y, setiene:
(10)
Ep:1: 1, Ep:2: 4, Ep=3: 4, Ep=4: 8, Ep=5: 4, Ep:@z 16,
Ep:7: 9, Ep:8: 16,
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Para esta época, Goro Shimura (1926-1958) y Yutaka Taniyama
(1927- ) estudiaron las simetrias de las formas modulares que cubren un
espacio -por gemplo- hiperbdlico. Estas formas modulares contienen un
nimero infinito de elementos bésicos i. Cada uno de estos elementos basicos
consiste en diferentes cantidades. M; denota la cantidad del i-ésimo elemento
basico. Por gemplo, My =1, My, = 2, M3 = 4, .... Shimura - Taniyama
estudiaron la conjetura de que a cada forma modular le corresponde una curva
elipticay viceversa. Esta correspondencia se establece por la identidad de las
sucesionesM y E:

M]_: E]_, M2: Ez, (11)

En 1984, Gerhard Frey probd que si se puede probar la conjetura de
Taniyama y Shimura, € teorema de Fermat estaba probado, 1o que logré
demostrando que se verificalo siguiente:

AN +BY =C" & YZ2=X3+(AN-BY) X*- A"BY (12)

De esta manera fue como entre 1984 y 1995, Wiles enfoct sus estudios
alaforma de probar la conjetura de Taniyamay Shimura, lograndolo en 1995
con una cantidad muy grande de célculos y cadenas |6gicas, entre las cuales se
distingue la geometria diferencial.

Una forma sencilla de ver la conexion del Teorema de Fermat con la
geometria se obtiene tomando coordenadas homogéneas. Asi que dividiendo
la ecuacion (1) por z" setiene:

X' 0
¢+ +8€1+ = (13
eZg eZg
Aqui x = X y h= Y son dos coordenadas homogéneas, [lamadas de
z z

esta forma por cuanto son adimensionales. Ademas, como z €s mayor gque X 0
y, tanto X como h tienen valores mayores que cero y menores que uno, es
decir: 0OEx £1, 0£h £1. Asi que laecuacion (13) se transformaen

X" +h" =1 (14)

En la férmula (14), X es un cociente de nimeros enteros que se
denominan ndmeros o fracciones racionales. Veremos que pasa con h de
acuerdo con e Teoremade Fermat. Cuando n=1, h =1- x y acada fraccion
racional x corresponde unah. Laecuacion, x +h =1, corresponde a una linea
recta como se apreciaen lafigural. Estarecta pasa por todas las fracciones
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racionales. En otras palabrass, establece una correspondencia biunivoca entre
todas las fracciones raciondes del intervao O£x £1con € intervao

0£h £1. Estarecta pasa por los puntos (x =0,h =1) y (x =1h =0), como
es el caso paratodo n.

7

7 , §n+7“:1.11—)¢0
1 {

53‘7234

-

\ E2 %1

2

0 Efpbefe! &

Figura 1. Representacion gréfica de la ecuacion de Fermat

x"+y"=2z". Tomando variables homogéneas O£ X 2)2(£1,

0O£h =X£1queda x"+h" =1. Esta ecuacion representa una
z

recta que pasa por todos los racionales cuando n=1; un circulo que
pasa solo por los racionales Pitagoéricos, cuando n=2; una elipse
generaizada cuando n>2, que no pasa por ningun racional. Cuando n
es muy grande tiende a un segmento h=1, OExE1, que no contiene
ningun racional (segmento de Dirichlet).

En € caso de n=2, la ecuacion (14) se convierte en:
x?+h?=1 (15)
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Esta es la ecuacion de un circulo, donde todos los puntos equidistan
del centro (x =0,h =0) y esta distancia es uno. Recuerde e Teorema de

Pitdgoras. Estas fracciones se obtienen de las soluciones reducidas (8),
dividiendo por z:

x=§ h=ﬂ

5 5

:E h:g

13 1
b _8 (16)

17 17

7 o2

X =—
25 25

Entre las fracciones, € circulo solo pasa por estas fracciones racionales
pitagbricas. Cuando n es mayor gue 2, € teorema de Fermat afirma que
tomando x valores racionales los h no pueden tomar € vaor de ninguna
fraccion racional. Los h serén todos irracionales. Se denominan fracciones
irracionales aquellas que se forman por adiciones, multiplicaciones ,
divisiones y extraccion de raiz a partir de los racionales. Por g emplo, para
n=3, setiene

x*+h®=1y h=31- x* (17)

Cuando h es muy grande (n ® ¥ ), las curvas tienden a acercarse a
segmento superior O0£x £1 , h=1. Pero este segmento superior no tiene

ningan punto raciona y se denomina recta de Dirichlet. En geometria
mostramos que € teorema de Fermat consiste en afirmar que la figura que
representa ecuacion (13), para n=1, pasa por todos los racionales; para n=2,
pasa por 10s racionales pitagoricos; paran3 2, no pasa por ningun racional.

Esto no pudo demostrarse en dos dimensiones y fue necesario pasar a
4 dimensiones, dandole a x ey valores complgjos. Lafigura 1 es una seccion
de la superficie en 4 dimensiones cuando se anulan los puntos imaginarios.

En los libros de Singh y Acze [34], que recomendamos
calurosamente, se refiere con més detalles y en forma muy amena toda la
historia, asi como también se encuentra bibliografia mas moderna y
especializada. Aqui solo tratamos de dar unaligeraidea de lo que pasd y a qué
se refiere @ Ultimo teorema de Fermat, considerado como uno de los grandes
desafios de la matematica.

Este teorema resistio 300 afios antes de ser demostrado y se lo
consiguio gracias a un isomorfismo con propiedades geométricas. Es un
gemplo més de que muchas propiedades matematicas se han desarrollado a
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través de un isomorfismo entre la geometriay otrarama, en este caso, la teoria
de nimeros. Se pensd alguna vez que pertenecia a la clase de proposiciones
matematicas que no pueden ser probadas o negadas.

Otro caso fue el estudio de las soluciones de la ecuacion de quinto
grado, realizado por Felix Klein (1849-1925), quien las sistematiz y que se
obtienen a través de funciones modulares dlipticas, a través de los grupos de
simetria del icosaedro [5].

Punteros de Interés

Para un analisis mas profundo se recomienda leer € articulo contenido
en la siguiente pégina WEB:http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/
HistTopics Fermat's last_theorem.html
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Glosario

Numeros Primos. El que solo es divisible por € mismo y por la unidad, como
5, 17, 23, etc.

Cuadrado: Todo numero que es e producto de dos nimeros iguales enteros,
como 4=2x2=2%, 9=3x3=3", etc.

Criba de Eratéstenes. Nombre dado por Eratostenes a un método de su
invencion para encontrar nimeros primos menores o iguales a uno dado n. Se
escriben los nUmeros 1y 2 y la sucesion natural de losimpares 3,5, 7, ..., n £
r. Se empieza a tachar de tres en tres a partir de 3°=9 inclusive; luego de cinco
en cinco partiendo de 5°=25, y asi se sigue hasta tachar de p en p, siendo p €
menor ndmero que cumple la condiciéon p? > r. Los nimeros primos
contenidos en |la primera centena son 10s que no estan tachados.
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Descenso Infinito: Si puede probar algo para un nimero, eso esta probado
para un nimero menor y asi siguiendo. En e caso de la ecuacion de Fermat
para n=4, éste probd que s existe una terna de soluciones debe existir una
terna menor y asi siguiendo. En el caso de los nUmeros enteros positivos, esto
es un absurdo, luego es absurdo que exista una solucion.

Por contrario se tiene la induccion finita; s algo es védlido para un
numero significa que es valido para el siguientey s ese algo es valido para e
nimero uno, es valido para todos los nimeros. Seria €l ascenso infinito.
Piénsese en una fila de soldaditos de plomo; s se cae € primero se comienzan
a caer todos. Seria un método matemético para acabar con € militarismo.

Numeros Imaginarios. Son aquellos cuyo cuadrado es negativo, se denotan

con laletrai. Asi quei 2= -1, por lo tanto i=-/- 1. Estos nlimeros imaginarios
pueden ser complejos y constar de una parte real y otra imaginaria, por
giemplo 3+4i, donde 3 y 4 son nimeros enteros. Se multiplican de la siguiente
forma: (3+4i)x(1+2i)=3x1 + 3x2i + 4ix1 + 4ix2i = 3 + 6i + 4i - 8 = -5 + 10i.
Recordemos la regla de los signos para la multiplicacion algebraica,
+X% =+, +% =- - % =+, - x=-_, Edta regla se puede justificar con
ayuda de una figura geométrica (a- b)Xc- d)=ac- ad- bc+bd .

a

Cuando las partes dd numero
' - complgjo son enteros nos encontramos con
enteros imaginarios o enteros complejos
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Factorizacibn de numeros imaginarios. Todo numero admite ser
descompuesto en factores primos, como por ejemplo 360 = 2° x 32 x 5, y de
una unica manera. Esto se denomina Teorema Fundamental de la Aritméticay
fue demostrado por Euclides en € libro IX de sus Elementos. Este teorema no

es cierto para los niimeros complejos, por ejemplo: 6 =2x3=(1+i-/5) x (1

-i/5)=1-i/5+i/5-i%/5x/5=1+5=6=(2+i-/2)X2- i-/2) .

Ecuacion Eliptica: Se denomina asi porgue se origina al tratar de determinar
lalongitud de un arco de elipse. Esta elipse es una curva gue se puede obtener
como los puntos cuyas distancias a dos puntos fijos cumplen la condicion de
gue su suma es constante. Una elipse se traza féacilmente con dos clavos a los
gue se ata un hilo, en €l que se hace resbalar un lapiz.

Sistemas modulo p: Son aquellos sistemas que cumplen la aritmética del
reloj, en e cua 12"+3"=15"=3" Este ejemplo es a médulo 12. Asi que el
ndmero, por gemplo 15, se divide por e médulo £ =1+3 y €l resto, es decir
3, es el vaor del nimero modulo 12.

En general se trata de una operacion o elemento que no modifica un
sistema. Por gemplo, é modulo de la suma es € cero, y € de la
multiplicacién es e uno. Asi, 3+0=3, y 3x1=3.

Como operacién en geometria puede ser una traslacion que no
modifica una figura. Asi, si un cuadriculado que cubre todo un plano infinito,
lo trasladamos paralelamente a sus lados en una cantidad igual a la cuadricula,
el nuevo cuadriculado cubre exactamente a anterior. Si a la cuadricula se la
gira, arededor de un vértice o del centro de una cuadricula, noventa grados
ocurre lo mismo: la nueva cuadricula se superpone a la anterior. Exhibe
entonces el cuadriculado tres simetrias, dos traslaciones y una rotacion.

Simetrias de formas modulares. En e espacio comin, un punto esta
determinado por tres nimeros y cuando es llenado con diferentes formas,
como ladrillos, exhibe un nimero limitado de simetrias. En € espacio de
cuatro dimensiones, un punto esta determinado por cuatro nUmeros y en ese
espacio se le puede llenar con ladrillos de diferentes formas en un nimero
ilimitado, como sus simetrias. Cada una de estas formas, con un ndmero
ilimitado de simetrias, se denominan formas modulares y pueden estar
formadas por un nimero M, de ingredientes diferentes. El espacio puede ser
[lenado con M1=1, M,=3, M... ingredientes.

Espacio hiperbolico: En geometria existen tres tipos de espacios:. €l
euclidiano comun, en e cua por un punto dado se pueden trazar una'y solo
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una paralela; € €iptico, donde no se puede trazar ninguna paraea y €
hiperbdlico, con un nimero ilimitado de paraelas.

De estos espacios se pueden dar modelos comprensibles en tres
dimensiones, pero los de cuatro dimensiones son més féciles de entender por
sus propiedades.

Sucesion: Conjunto ordenado de nimeros segin una cierta ley. Dichos
numeros son los términos de la sucesiéon. Ejemplo: 2, 4, 6, ..., 2n, ...

Geometria Diferencial: La que estudia las propiedades de las figuras muy
proximas (en € entorno) de uno de sus puntos (el ementos generales).

I somorfismo: Correspondencia biunivoca entre los elementos de dos grupos
abstractos. Esta correspondencia hace que a cada elemento de un grupo
corresponde uno y solo uno del otro. Por gemplo, a cada nimero n le
corresponde un solo par 2n. A cada punto del espacio geométrico le
corresponde unay solo unatriada de nimeros (X,y,2).

Clase de las proposiciones que no pueden ser probadas o negadas. En la
I6gica formal se entiende por proposicion a toda expresion de la cua se puede
decir sin ambigliedad s es verdadera o falsa. Godel demostré que existen
proposiciones de las cuales se conoce un nimero finito de casos ciertos (como
sucedia con €l teorema de Fermat) pero no puede hacerse una demostracion
genera de que son ciertas o falsas.

Funciones modulares dlipticas. Las funciones elipticas aparecieron para
resolver el problema de determinar la longitud de un arco de eipse. La elipse
€s un circulo achatado segun una cierta proporcion fija. Es € conjunto de
puntos cuyas distancias a dos puntos fijos da una suma constante. Uniendo
esos dos puntos con una recta se corta a la elipse en un punto. Otro punto
cualquiera de la elipse se determina por € angulo que forma la recta primera
con otra que partiendo del punto, 1o una con uno los puntos fijos. Asi que la
longitud del arco esta determinada por dos pardmetros, € angulo y €
porcentgje de achatamiento. Este porcentaje esta ligado a un nimero que se
[lama modulo de las funciones elipticas. Aquellas funciones que se pueden
reducir a combinaciones de funciones dipticas con e mismo médulo, se
denominan modulares elipticas. Estas funciones pueden formar una ecuacion
algebraica que tiene las mismas propiedades de simetria que € icosaedro y
gue es de quinto grado. Aparece laincognita x elevada ala potencia cinco.

Grupo de Simetrias del |cosaedro: Un poliedro es un cuerpo limitado por
poligonos situados en planos distintos, que forman el contorno del poliedro, y
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cada una de las cuales es una cara de éste; los lados y los vértices son aristas y
vértices del poliedro. Aquel poliedro con aristas, caras y angulos entre caras
iguales se denomina poliedro regular. Pitagoras descubrié que sélo son cinco:
Tetraedro, Octaedro, Icosaedro, Cubo y Dodecaedro, delimitados por
triangul os, cuadrados y pentagonos.

El icosaedro esta formado por veinte tridngulos y tiene simetrias tales
gue girando alrededor de un ge se superpone consigo mismo. Una ecuacion
de quinto grado tiene las simetrias de un icosaedro y se puede resolver por
funciones modulares elipticas. Asi como una de segundo grado se puede
resolver por extraccion de laraiz cuadrada.
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